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ЗАМЕЧАНИЕ ОБ S-СИММЕТРИЧНЫХ ФУНКЦИЯХ 
 
А.А. Шум 
 
В работе [1] рассматривались функции двух переменных, определенные в круге 
радиуса R с центром в начале координат, и обсуждались различные виды симметрии таких 
функций. В частности, там были определены s-симметричные функции в круге радиуса R. 
В настоящей заметке рассматриваются всюду определенные функции двух переменных и 
устанавливается, что функция, которая s-симметрична в круге любого радиуса 0R , 
необходимо является центрально-симметричной. 
Так же, как и в работе [1], мы будем использовать полярные координаты и 
записывать  функцию двух переменных в виде ),( f . Об этой функции мы будем 
говорить, что она имеет период T, если для любого   и любого 0  выполнено 
),(),(  Tff  . Для того чтобы функция ),( f  как функция точки плоскости 
была однозначной, мы всюду будем предполагать: во-первых, что значение )0,(f  не 
зависит от значения аргумента  ;  во-вторых, что эта функция имеет период 2π (если 
изначально такая функция определена только для значений аргумента   из некоторого 
промежутка длиной 2π, то предполагается, что она автоматически продолжается до всюду 
определенной функции с периодом 2π). 
Напомним определения из работы [1]. 
Функция ),( f называется s-симметричной в круге D радиуса R, если она 
удовлетворяет условию 
 
(s)      при любом разбиении исходного круга D на два полукруга D1 и D2 выполнено 
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(если функция, определяющая плотность материала плоской пластины, имеющей форму 
круга, удовлетворяет этому условию, то всякий диаметр этой пластины делит ее на две 
части одинаковой массы). 
Функция ),( f называется c-симметричной в круге D радиуса R, если она 
удовлетворяет условию 
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(если функция, определяющая плотность материала плоской пластины, имеющей форму 
круга, удовлетворяет этому условию, то центр масс этой пластины находится в центре 
круга). 
Функция ),( f  называется радиально-симметричной, если ее значения не 
зависят от угла  , а зависят только от расстояния   до начала координат. 
Функция ),( f  называется осе-симметричной, если она симметрична 
относительно обеих осей прямоугольной декартовой системы координат, то есть если для 
любых значений переменных   и 0  выполнены равенства ),(),(   ff  и 
),(),(   ff . 
Функция ),( f  называется центрально-симметричной, если она симметрична 
относительно начала координат, то есть если она имеет период π. 
Легко проверить, что всякая радиально-симметричная функция будет также и осе-
симметричной (но не наоборот), а всякая осе-симметричная функция будет также и 
центрально-симметричной (но не наоборот). Легко проверить и то, что всякая центрально-
симметричная функция будет также s-симметричной и c-симметричной в круге любого 
радиуса. 
В работе [1] устанавливается, что понятия s-симметрии и c-симметрии независимы: 
существует функция, которая s-симметрична, но не c-симметрична в круге единичного 
радиуса, и существует функция, которая c-симметрична, но не  
s-симметрична в этом круге. Один из таких примеров доставляет функция 
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Лемма 1 из [1] устанавливает, что эта непрерывная и неотрицательная в круге  
радиуса 1R  функция является в этом круге s-симметричной, но не является  
c-симметричной.  
Между тем s-симметричная в круге радиуса 1R  функция ),(1 f  уже не будет s-
симметричной в круге другого радиуса. Это утверждает лемма 1. 
 
Лемма 1.  Функция ),(1 f  в круге радиуса R является s-симметричной в том и 
только том случае, когда 1R . 
 
Доказательство леммы 1. 
Поскольку функция ),(1 f  непрерывна в круге радиуса R, может быть 
использован критерий s-симметричности (пункт б леммы 3 из [1]), в силу которого для s-
симметричности этой функции в круге радиуса R необходимо и достаточно, чтобы 
функция  
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была периодической с периодом π. Поэтому если  функция ),(1 f  s-симметрична в круге 
радиуса R, то значения: 
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должны быть одинаковы:  )38(
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RR  .  Но, так как 0R , отсюда следует: 
)38(
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1
34 RR  . Выполнение этого равенства возможно только при 1R , и потому s-
симметричность функции ),(1 f возможна только в круге радиуса 1R . То, что она в 
этом круге действительно имеет место, доказано в лемме 1 из [1]. 
Доказанная лемма показывает, что s-симметричные в круге одного радиуса 
функции могут уже не быть таковыми в круге другого радиуса. В этой связи естественно 
спросить: какие функции будут s-симметричны в круге любого радиуса? Ответ на этот 
вопрос дает лемма 2. 
 
Лемма 2.  Если непрерывная функция ),( f  s-симметрична в круге любого 
радиуса 0R , то она центрально-симметрична. 
 
Для доказательства этой леммы понадобится вспомогательная лемма. 
 
Лемма 3.  Если  имеющая   частную   производную 

   функция ),(     имеет 
период T, то ее частная производная 

также имеет период T. 
 
Доказательство леммы 3. 
Если функция ),(   имеет период T, то при любых фиксированных   и 0  
очевидно выполнено равенство 
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Но в силу определения частной производной (которое можно найти, например,  
в учебнике [2]) это и означает, что частная производная 

также имеет период T. 
 
Доказательство леммы 2. 
Пусть функция ),( f  s-симметрична в круге радиуса R, тогда в силу критерия  
s-симметричности (пункт б леммы 3 из [1]) функция 
R
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),()(   является 
периодической с периодом π: )()(  FF  для любого значения  . 
Рассмотрим функцию F   как функцию двух переменных:  

R
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),(),(  . 
Как известно (соответствующую теорему можно найти в учебнике [2]), 
производная интеграла по переменному верхнему пределу равна подынтегральной 
функции, в которую вместо переменной интегрирования подставлено значение верхнего 
предела.  Поэтому частная производная R
F


будет равна RRf ),( .  
Функция ),( RF   имеет период  , а потому, в силу леммы 3, и функция R
F


 имеет 
период  . Следовательно, равенство RRfRRf ),(),(    выполнено при любых   и 
0R , а значит и равенство ),(),( RfRf    также выполнено при любых   и 0R . 
Но это означает, что функция ),( f имеет период π, то есть является центрально-
симметричной. 
Доказанная лемма 2 имеет следствием следующий критерий:  
непрерывная функция ),( f  s-симметрична в круге любого радиуса 0R  тогда 
и только тогда, когда она центрально-симметрична. 
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